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Fonctions vectorielles - Dérivation

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel normé sur K de dimension finie p, [ unintervalle de R non réduit
dun point, f une application de I dans E, B=(e, ,...,e[,) une base de E, et fy,..., f, les applications
composantes de f dans la base B.

1. Dérivée d'ordre 1

r.1. Dérivabilité en un point
Définition :

t —
Soit a€l. Onditque f en dérivable en a si et seulement si t»—>—f< t) fla)
—da
. e o df
Dans ce cas, L est appelé vecteur dérivéde f en a. Il est noté f (a), m
x

admet une limite L en a.

(a), ouDf(a).

Théoreme :

f est dérivable si et seulement si il existe LEE et e€Z (J\[0},E) tels que f(a+h)=f(a)+hL+he(h),

avec lim (h)=0, etol J désigne l'intervalle déduit de I par translationde a : J={x—a, x€I}.
h—0

Remarque :
f estdonc dérivable en a si et seulement si f admet un développement limité en a al'ordre 1.
Définition :

Soit a€l. Ondit que f est dérivable a droite en a si et seulement si fy, ., est dérivable en @, autrement dit si
. t)—fla
et seulement si ¢ HM

; admet une limite a droite en a. Cette dérivée a droite est notée f,”(a)
—a

Remarque :

On peut définir de méme la dérivée a gauche en a .

Remarque :

f estdérivable en a < f est dérivable a droite et & gauche en a, et f,"(a)=f g’(a).

Théoréeme :

14
f estdérivableen a = Vi€[1,p|, f,estdérivableen a, etdans ce cas, f’(a)zz
i=1

[ (ae,.

Remarque :
Ce théoreme permet de se ramener au cas de fonctions scalaires.

Proposition :

Dans le cas ot E=C, f estdérivableen a < Re(f) et Im(f) sont dérivables en a, et dans ce cas,

f'la)=[9e(f)]"(a)+i[Sm(f)(a).

1.2. Fonction dérivée

Définition :
On dit que f est dérivable sur [ si et seulement si f est dérivable en tout point de /.
La fonction x €1 +—s f’(x) est appelée fonction dérivée (premiére) de f sur I. Elle est notée f’,

af

—_—, Df.
e P/

L'ensemble des fonctions dérivables sur I est noté D (1, E).



Définition :
On dit que f est continliment dérivable (ou de classe %'y sur I sietseulementsi f est dérivable sur I, etsila
fonction dérivée f’ est continue sur /.

L'ensemble des fonctions continfiment dérivables sur I est noté ' (I, E).

Théoréeme :

P
f estdeclasse ' sur I < Vi€[l,p], f, estde classe %' sur I, etdans ce cas, f’=z fie.

i=1

Proposition :

1. fe#z'(1,C) & Re(f)e?'(I,R) et Im(f)eZ'(I,R), etdans ce cas,
vxel, f'(x)=(Re(f))(x)+ilSm(f))(x).

2. fez'(1,C) & fe#'(1,C), etdanscecas, VYxel, (f)'(x)=f"(x).

Proposition :
Soient f et g€#' (I, E).
1. V(/I,M)EKZ, /If+yg€%l(l,E), et (Af+ug)=rf"+ug’.
2. &' (I,E) estun K-espace vectoriel, et I'application f+— f’ est linéaire.
3. Vie? (1,K), AfeZ (1,E), et (Af) =" f+Af".
4. #'(I,K) estune K -algebre.

Proposition :

‘Soient] un intervalle de R, f€#'(I,E), et g€#'(J,I). foge®'(I,E), et (fog)'=g'Xf og.

Proposition :
Soient F un autre espace vectoriel de dimension finie, f€#'(I,E), ue¥(E,F).

u(f)€Z (1. F), et (u(f))=u(f").

Preuve :
Soit Q;:(eu---,e,,) une base de E, C=(¢,,...,¢,) une base de F. Soit A=, c)(”):(ai,j)ev/%r,p(K)-
f](t) f1<l) Zal,jfj([)
Viel, si f(t)=| : |, alorsucf(t)=Ax| : |=|"" . ,
Fo(t)]s )] e
’ ' Ya,,f(p)

p
Notons Vi€[1l,r], g : lEIl—)Z a,-_jfj(t). g,---, &, sont les applications composantes de uo f dans la base C.
j=1

v jell, pl. f,€#'(I,K). Par combinaison linéaire, g,€%'(1,K).

P £ (1) g’ (1)
Donc uo f est de classe #' sur I, et gi'zz a,; f;’. Deplus, A| : |=| : = g'=ucf’.

= /@0 e, (1)
Proposition :

Soient F et G deux espaces vectoriels de dimension finie, f€#'(I,E), et g€#'(I,F).
Si B est une application linéaire de EXF dans G, alors B(f,g)e#'(1,G), et (B(f,g)'=B(f’.g)+B(f.g’).

Remarque :
Cette proposition permet, en particulier, de dériver des fonctions définies a I'aide de produits scalaires ou de
produits vectoriels.



2. Dérivées d'ordre supérieur

2.1. Définitions et notations

Définition :
Soit a€l. Ondit que f est deux fois dérivable en a si et seulement si f est dérivable sur 7, etsi f’ est

dérivable en a. La dérivée de [’ est appeée dérivée seconde ou d'ordre 2 de f en a.
2

d J:(a), ou sz(a).
dx

On dit que f est deux fois dérivable sur [ si et seulement si f est deux fois dérivable en tout point de 1.
Dans ce cas, l'application x€1+s f”(x) est appelée fonction dérivée seconde, ou d'ordre 2, de f sur I.
d’f

2 ’
dx

Elle est notée f”(a),

Elle est notée f”, ouD’f.

Définition :
On définit alors par récurrence les dérivées successives en a de la fagcon suivante :

Soit n€N". Ondit que f est n+1 fois dérivable en a si et seulement si f est n fois dérivable sur I et f ") est
dérivable en a. La dérivée de f ") en a est appelée dérivée d'ordre n+1 de f en a.

dn+1f .

_dx"“ (a), ou D" f(a).

On dit alors que f est n+1 fois dérivable sur / si et seulementsi f est n+1 fois dérivable en tout point de 7.
Dans ce cas, l'application f€l— f (”“)(x) est appelée fonction dérivée d'ordre n+1 de f sur /.

) . dn+l
Elle est notée £, H{,
X

Elle est notée £"""(a),

ou D"*'f.

Remarque : . o) 2.2. Dérivées usuelles de fonctions de classe #”
Par convention, on note aussi f=f"". . o eme .
Fonction Dérivée n Domaine
)\ 2 _ _ _ a—n
Définition : (t—a)*, (a,a)eR ala 3)(05 n+1)(t—a) Ja,+o]
L'ensemble des fonctions n fois dérivables (t—a)’, a€C, peN ﬁ(f —a)’"sin<p R
sur [ estnoté D"(I,E). 0sin>p
* (p+n—1)t (=1) R\[a}si a€R
T ——, a€C, peN " t
Définition : (t—af P (=11 (1—a)™ R si aeC
. e *‘ . n _1\n1 1\
S01t neN On.dlt que f e'st d? f:lasse &" sur | In(7) (-1) ’En 1)! G n>1 R
si et seulement si f est n fois dérivable sur I et !
Vke[1,n], f* estcontinue sur I. cos(r) cos t+n§ R
Enfin, ondit que f estde classe Z” sur I siet .
seulement si f est de classe Z" sur I pour tout entier 7. sin (1) sinjr+nz R
L'ensemble des fonctions de classe Z” sur I estnoté Z"(I,E).
L'ensemble des fonctions de classe #” sur I estnoté #”(I,E).

Propriété :

n (m)
V(n,m)eN?, fez""(1,E) & fe#"(I,E), et f"'€z"(I,E). Dans ce cas, f("+'")=%.
x

2.3. Regles de calcul

Proposition :
1. Soit neN". f estdeclasse #" sur I < Vie[l,p], f, estdeclasse #" sur /.

P
Dans ce cas, f(”)zz Ffrle..
=1

2. festdeclasse #° sur I < Vi€[l,p], f,estdeclasse #” sur I.




Proposition :

1. Soient n€N", fet g€?"(I,E). ¥Y(A, u)€EK®, Af+uge@ (1,E), et (Af+ug)"=1f""+ug".
Ainsi #"(1, E) est un K -espace vectoriel, et I'application f f(") est linéaire.

2. Soient f et geZ”(I1,E). V(A u)€K’, Af+uge?”(1,E).
Ainsi #”(1, E) est un K -espace vectoriel.

Proposition : Formule de Leibniz :
n

1. Soient n€N”, fe#"(I,K), et g€&"(I,E). Alors fg€Z"(I,E), et (fg)"=).

k=0

n

(k) (n—k)
e
k

Ainsi Z"(1,K) est une K -algebre.
2. Soient fe#”(I,K), et g€Z”(I,E). Alors fge#”(I,E).
Ainsi #”(1,K) est une K -algebre.

Proposition :
1. Soient n€N", J unintervallede R, fe#"(I,E), g€Z"(J,I). Alors foge#"(1,E).
2. Soient J unintervallede R, f€#&”(I,E), g€#”(J,I). Alors foge#”(1,E).

2.4. #'-difféomorphisme

Définition :
Soient n€N" et ¢ une application de I dans J, ou J est un intervalle de R.

On dit que ¢ estun #"'-difféomorphisme de I sur J si et seulement si :

1. @ estdeclasse €" sur [
2. ¢ estune bijectionde [ sur J

3. L'application réciproque qafl est de classe " sur J.

Théoréme : Remarque :
@ estun " -difféomorphisme de I sur J si et seulement si : Les #" -difféomorphismes sur / sont les fonctions
1. ¢ estdeclasse " sur I de classe #" sur I, strictement monotones,
2. @(l)=J et dont la dérivée ne s'annule pas.
3. Vtel, ¢’(t)#0.

2.5. Fonctions #" par morceaux

Définition :

Soient n€N", et[a,b]el. Ondit que f estde classe Z" par morceaux sur [a,b] si ei seulement si il existe une
subdivision (ay, ..., ay) de [a, b] telle que Vi€[0,N—1], ¢,€%Z"([a;,a;,,],E) et Vt€la, a,. [, f(t)=g,(t).
On dit alors que f est de classe Z" par morceaux sur [ si et seulement si f est de classe Z" par morceaux sur tout
segment inclus dans 1.

On note %”:;(I , E) T'ensemble des fonctions de classe " par morceaux sur /.

Remarques :
Une fonction de classe #" par morceaux sur un segment est n fois dérivable en tout point de ce segment, sauf

éventuellement en un nombre fini de points. On note encore D" f ou f ") Ja fonction dérivée d'ordre n définie en
dehors de ces points. Si f€Z”(I,E), alors Vk€[1,n], f€&'(I,E).

e e e
P U S G ¥
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