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Fonctions vectorielles - Dérivation

Dans ce chapitre , E  désigne un espace vectoriel normé sur K  de dimension finie p , I  un intervalle de ℝ non réduit
à un point , f  une application de I  dans E , B=(e1 ,… ,e p) une base de E , et f 1 ,…, f p  les applications
composantes de f  dans la base B .

1.   Dérivée d'ordre 1

1.1.   Dérivabilité en un point

Définition :

Soit a∈I . On dit que f  en dérivable en a  si et seulement si t ⟼
f (t )− f (a )

t−a
 admet une limite L  en a .

Dans ce cas , L  est appelé vecteur dérivé de f  en a . Il est noté f ʹ(a) , df
dx
(a) , ou D f (a).

Théorème :

f  est dérivable si et seulement si il existe L∈E  et ε∈C (J ∖ {0 }, E ) tels que f (a+h)= f (a)+h L+h ε(h ) ,
avec lim

h→0

ε (h)=0 , et où J  désigne l'intervalle déduit de I  par translation de a : J={x−a , x∈I }.

Remarque :
f  est donc dérivable en a  si et seulement si f  admet un développement limité en a  à l'ordre 1 .

Définition :
Soit a∈I . On dit que f  est dérivable à droite en a  si et seulement si f ∣[ a ,+∞[∩I  est dérivable en a , autrement dit si

et seulement si t ⟼
f (t)− f (a)

t−a
 admet une limite à droite en a . Cette dérivée à droite est notée f d ʹ(a ).

Remarque :
On peut définir de même la dérivée à gauche en a .

Remarque :
f  est dérivable en a ⇔ f  est dérivable à droite et à gauche en a , et f d ʹ(a )= f g ʹ(a ).

Théorème :

f  est dérivable en a ⇔ ∀ i∈⟦1 , p⟧ , f i  est dérivable en a , et dans ce cas , f ʹ(a)=∑
i=1

p

f i ʹ(a)ei .

Remarque :
Ce théorème permet de se ramener au cas de fonctions scalaires.

Proposition :
Dans le cas où E=ℂ , f  est dérivable en a ⇔ ℜe( f ) et ℑm( f ) sont dérivables en a , et dans ce cas ,
f ʹ(a)=(ℜe ( f ) ) ʹ(a )+i (ℑm( f )) ʹ(a).

1.2.   Fonction dérivée

Définition :
On dit que f  est dérivable sur I  si et seulement si f  est dérivable en tout point de I .

La fonction x∈I ⟼ f ʹ( x ) est appelée fonction dérivée (première) de f  sur I . Elle est notée f ʹ ,
df
dx

, ou D f .

L'ensemble des fonctions dérivables sur I  est noté D ( I , E ).



Définition :

On dit que f  est continûment dérivable (ou de classe C 1 ) sur I  si et seulement si f  est dérivable sur I , et si la
fonction dérivée f ʹ  est continue sur I .
L'ensemble des fonctions continûment dérivables sur I  est noté C 1 (I , E).

Théorème :

f  est de classe C 1 sur I ⇔ ∀i∈⟦1 , p⟧ , f i  est de classe C1  sur I , et dans ce cas , f ʹ=∑
i=1

p

f i ʹ ei .

Proposition :

1. f ∈C 1 (I ,ℂ) ⇔ ℜe( f )∈C 1( I ,ℝ) et ℑm ( f )∈C 1 (I ,ℝ), et dans ce cas ,
∀ x∈I , f ʹ( x)=(ℜe( f )) ʹ( x )+i (ℑm ( f ) ) ʹ( x ).

2. f∈C1(I ,ℂ) ⇔ f ∈C 1( I ,ℂ) , et dans ce cas , ∀x∈ I , ( f ) ʹ( x)= f ʹ( x).

Proposition :

Soient f  et g∈C 1 (I , E).
1. ∀(λ , μ)∈K2 , λ f+ μg∈C1

(I , E ), et (λ f+ μg )ʹ=λ f ʹ+μg ʹ .

2. C
1
(I , E) est un K -espace vectoriel , et l'application f ⟼ f ʹ  est linéaire.

3. ∀ λ∈C1( I ,K) , λ f ∈C 1( I , E ), et (λ f )ʹ=λ ʹ f+λ f ʹ .
4. C1 (I ,K ) est une K -algèbre.

Proposition :

Soient J  un intervalle de ℝ , f ∈C 1( I , E ) , et g∈C 1( J , I ). f ∘g∈C 1( I , E ) , et ( f ∘g) ʹ=g ʹ× f ʹ∘g .

Proposition :

Soient F  un autre espace vectoriel de dimension finie , f∈C1 (I , E) , u∈ℒ (E ,F).
u ( f )∈C1

(I , F) , et (u( f ))ʹ=u ( f ʹ).

Preuve :

Soit B=(e1 ,… ,e p) une base de E , C=( ε1 ,… , εr )  une base de F . Soit A=ℳ (B , C )(u )=(a i , j )∈ℳ r , p(K ).

∀t∈ I , si f (t )=(
f 1(t)
⋮

f p( t ))B , alorsu∘ f (t )=A×(
f 1( t)
⋮

f p(t))=(
∑
j=1

p

a1 , j f j(t )

⋮

∑
j=1

p

a r , j f j(p)).
Notons ∀ i∈⟦1 , r⟧ , gi : t∈ I ⟼∑

j=1

p

ai , j f j (t ). g1 ,… , gr  sont les applications composantes de u∘ f  dans la base C .

∀ j∈⟦1 , p⟧ , f j∈C
1 (I ,K ). Par combinaison linéaire , gi∈C

1( I ,K ) .

Donc u∘ f  est de classe C 1  sur I , et gi ʹ=∑
j=1

p

ai , j f j ʹ . De plus , A(
f 1 ʹ( t )
⋮

f pʹ (t ))=(
g1 ʹ (t)
⋮

g p ʹ(t)) ⇒ g ʹ=u∘ f ʹ .

Proposition :

Soient F  et G  deux espaces vectoriels de dimension finie , f ∈C1( I , E ) , et g∈C 1( I , F ).
Si B  est une application linéaire de E×F  dans G , alors B ( f , g)∈C 1

( I ,G ) , et (B( f , g) ) ʹ=B ( f ʹ , g)+B( f , g ʹ).

Remarque :
Cette proposition permet, en particulier, de dériver des fonctions définies à l'aide de produits scalaires ou de
produits vectoriels.



2.   Dérivées d'ordre supérieur

2.1.   Définitions et notations

Définition :
Soit a∈I . On dit que f  est deux fois dérivable en a  si et seulement si f  est dérivable sur I , et si f ʹ  est
dérivable en a . La dérivée de f ʹ  est appeée dérivée seconde ou d'ordre 2  de f  en a .

Elle est notée f ʺ (a) ,
d 2 f
dx2 (a) , ou D2 f (a).

On dit que f  est deux fois dérivable sur I  si et seulement si f  est deux fois dérivable en tout point de I .
Dans ce cas , l'application x∈ I ⟼ f ʺ ( x ) est appelée fonction dérivée seconde, ou d'ordre 2 , de f  sur I .

Elle est notée f ʺ ,
d 2 f
dx2 , ou D2 f .

Définition :
On définit alors par récurrence les dérivées successives en a  de la façon suivante :
Soit n∈ℕ∗. On dit que f  est n+1 fois dérivable en a  si et seulement si f  est n  fois dérivable sur I  et f (n)  est
dérivable en a . La dérivée de f (n)  en a  est appelée dérivée d'ordre n+1 de f  en a .

Elle est notée f (n+1)(a) ,
d n+1 f
dx n+1 (a) , ou Dn+1 f (a).

On dit alors que f  est n+1 fois dérivable sur I  si et seulement si f  est n+1 fois dérivable en tout point de I .
Dans ce cas , l'application f ∈I ⟼ f (n+1)( x) est appelée fonction dérivée d'ordre n+1  de f  sur I .

Elle est notée f (n+1) , d n+1 f
dx n+1 , ou Dn+1 f .

Remarque :

Par convention , on note aussi f= f (0) .

Définition :
L'ensemble des fonctions n  fois dérivables
sur I  est noté Dn

( I , E ).

2.2.   Dérivées usuelles de fonctions de classe C∞

Définition :

Soit n∈ℕ∗. On dit que f  est de classe C n  sur I
si et seulement si f  est n  fois dérivable sur I  et
∀k∈⟦1 , n⟧ , f (k ) est continue sur I .
Enfin , on dit que f  est de classe C∞  sur I  si et
seulement si f  est de classe C n  sur I  pour tout entier n .
L'ensemble des fonctions de classe C n  sur I  est noté C n (I , E).
L'ensemble des fonctions de classe C∞  sur I  est noté C∞

( I , E ).

Propriété :

∀(n ,m)∈ℕ2 , f∈C n+m (I , E) ⇔ f ∈C n (I , E) , et f (n)∈C m( I , E ) . Dans ce cas , f (n+m)=
dn ( f (m))
dxn .

2.3.   Règles de calcul

Proposition :

1. Soit n∈ℕ∗ . f  est de classe Cn  sur I ⇔ ∀ i∈⟦1 , p⟧ , f i  est de classe C n  sur I .

Dans ce cas , f (n)=∑
i=1

p

f i
(n)ei .

2. f  est de classe C∞  sur I ⇔ ∀i∈⟦1 , p⟧ , f i  est de classe C∞  sur I .

Fonction Dérivée nème Domaine
(t−a)α , (a , α)∈ℝ2 α (α−1)…(α−n+1)(t−a)α−n ]a ,+∞[

(t−a)p , a∈ℂ , p∈ℕ
p!

(p−n)!
(t−a)p−n  si n⩽ p

0 si n> p
ℝ

1

(t−a )p
, a∈ℂ , p∈ℕ∗ ( p+n−1)!

( p−1)!
(−1 )n

( t−a)p+n
ℝ∖{a} si a∈ℝ

ℝ si a∈ℂ

ln (t) (−1)n−1(n−1)!

t n
 si n⩾1 ℝ+

∗

cos (t ) cos(t+n π
2 ) ℝ

sin (t ) sin(t+n
π
2 ) ℝ



Proposition :

1. Soient n∈ℕ∗ , f  et g∈C n
(I , E). ∀(λ , μ)∈K2 , λ f+ μg∈C n

( I ,E ) , et (λ f+μ g)(n)=λ f (n)+μg(n) .
Ainsi C n( I , E ) est un K -espace vectoriel , et l'application f ⟼ f (n)  est linéaire.

2. Soient f  et g∈C∞(I , E). ∀(λ , μ)∈K 2 , λ f+ μg∈C∞( I , E ).
Ainsi C∞( I , E ) est un K -espace vectoriel.

Proposition : Formule de Leibniz :

1. Soient n∈ℕ∗ , f ∈C n(I ,K ) , et g∈Cn (I , E ). Alors f g∈C n( I , E ) , et ( f g)(n)=∑
k=0

n

(nk ) f
(k )g(n−k ).

Ainsi C n( I ,K)  est une K -algèbre.
2. Soient f ∈C∞

(I ,K ) , et g∈C∞
(I , E ). Alors f g∈C∞

(I , E ).
Ainsi C∞( I ,K)  est une K -algèbre.

Proposition :

1. Soient n∈ℕ∗ , J  un intervalle de ℝ , f∈C n( I , E ) , g∈C n( J , I ). Alors f ∘g∈C n( I ,E ).
2. Soient J  un intervalle de ℝ , f ∈C∞

(I , E) , g∈C∞
( J , I ). Alors f ∘g∈C∞

( I , E ).

2.4.   Cn-difféomorphisme

Définition :

Soient n∈ℕ∗  et φ  une application de I  dans J , où J  est un intervalle de ℝ .
On dit que φ  est un C n -difféomorphisme de I  sur J  si et seulement si :

1. φ  est de classe C n  sur I
2. φ  est une bijection de I  sur J
3. L'application réciproque φ−1  est de classe C n  sur J .

Théorème :

φ est un C n -difféomorphisme de I  sur J  si et seulement si :
1. φ  est de classe C n  sur I
2. φ (I )=J
3. ∀ t∈I , φ ʹ(t)≠0 .

Remarque :

Les C n -difféomorphismes sur I  sont les fonctions
de classe C n  sur I , strictement monotones ,
et dont la dérivée ne s'annule pas.

2.5.   Fonctions Cn par morceaux

Définition :

Soient n∈ℕ∗ , et [a ,b ]∈ I . On dit que f  est de classe C n  par morceaux sur [a ,b ] si ei seulement si il existe une
subdivision (a0 ,… , aN) de [a , b]  telle que ∀i∈⟦0 , N−1⟧ , φ i∈C

n
([ai , ai+1 ] , E) et ∀ t∈]ai , ai+1[ , f (t)=φ i(t ).

On dit alors que f  est de classe C n  par morceaux sur I  si et seulement si f  est de classe C n  par morceaux sur tout
segment inclus dans I .
On note C m

n ( I , E ) l'ensemble des fonctions de classe C n  par morceaux sur I .

Remarques :

Une fonction de classe Cn  par morceaux sur un segment est n  fois dérivable en tout point de ce segment , sauf
éventuellement en un nombre fini de points. On note encore Dn f  ou f (n) la fonction dérivée d'ordre n  définie en
dehors de ces points . Si f∈C m

n ( I , E ) , alors ∀k∈⟦1 ,n⟧ , f ∈Cm
k (I , E ).

* * * * *
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